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1.6 啷 ES,、伍Ⅳ EPACKETS,Λ NDUNCERTAINTY

In classicalphysicswhen wedealwithwavephenUmenaweare aWaIeUfalittle
‘‘
hzziness”  in thedescIiptiUnUfceItainfeatuIesUfthewave. FUrexample,letus

iInagineachildcIeatingawaveUnthesurfaceUfaPUndbythrUwingastUneintU

thepUnd.WeknUwfrUIneXpeIiencethata‘
‘
wavePacket’

’
 UIwave 

‘‘
pulse” intially

lUcalizedaIUundthepUintwherethestUnehit thewateIsurfaceis pIUduced.This

wavethenpIUpagatestUwardtheedgesUfthepUnd.CaⅡ we,atanytiIne,Prε εtsε tv

dennethelUcatiUnUfthewaveanditswavelength?WeknUwfIUnlexpeIienceand

frUmclassicalphysicsthat this is nUt pUssible. IfwetΓ ytUcIeate awavepacket

highlylUcalizedin spacewelUsetheknUwledgeUfthewave’ swavelength. Unthe
Utherhand,ifwetrytUcreatea “planewave” withawell-dennedwavelength,we
lUsetheknUwledgeIegardingthespatiaIpUsitiUnUfthewave.

TheuncertaintydescIibedabUveis nUtUfcUnceIn inclassicalphysicswhen
we dealwithpaIticles. FUIexample,we haveⅡ opIUblemdefiningPrε cjse!v any

cUmbinatiUnsUfphysicalUbseIvablesUfapaIticle.HUweveI,awaVedescIiptiUnwill
inevitablybIinginanuncertaintyin theprecisiUnwithwhichwecan siInultaⅡ eUusly

denneceItain physicalUbservables.TUseehUwthisUccuIs,weeXaIninetheunceI＿

tainㄅ arising㏑ thewavelengthUI,fUrcUnvenience,thewavevectUI竹 (竹 =2t/λ ),

andthepUsitiUnUfwaves.

TUdescIibethewavepacket,letusbeginfIUmaplanewavegivenby

ψ乃(π )=ej1. (1.26)

ThepUsit沁nUfthewave拍 cUmplete好 undenned(乙SShUWn inF㎏ .1.7a1.TUcreate

awavepacketlUcalizedatsUmepUintπUin space,wehavetUcUmbineseveral plane
Waves. Uneexampleis tUuse anequal amplitudecUmbinatiUnUfwavescentered
aIUund竹 U withaspIead± Δ 乃.TheIesultingfunctiUn,say 乃U, butfr○maspIead

土Δ枕 thenthefunc七 iUn

F(π ,tU)= t乃 ε
t方 (岔 一●o)

t

。十Δ 
 拙

r
九
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RealpartUfa
pIanewave

RcalpaiUfthe
’

、

vavepackeF’

Figure1.7:(的 Aschemat比 descIb伍 UnUfaUn← 山men血Unalwaveθ
jtΞ

which拍 extended
UVer乙llSpace;(b)aw乙VepaCketpIUducedbycUmbiningseveralw乙 VeSpIUducesapacket
that is lUcaⅡ zed in space w北 h annite spre乙 d. Thewavepacket is shUwn cen七 ered at £U

andhaving aspread Δ”. ThespIeadis suchthat Δ乃.Δ£ N 1. This is an “unceItainty
Iel乙tiUn”  incl乙SSiCalphysicsfUr、Ⅳaves. NUsuchuncertaintyexists inclassicalphysicsfUr

paI七 icles.

InsuchaplanewavetheprUbabilitydensityUfthethewave,ψ
ψ
*,is thesarneinall

regiUnsUfsPace.Suchadescripti○ n is nUtusefulifUnewants tUdiscuss transpUrtUf

anUpticaIpulseUIUfaparticlefrUInUnePUint tUanUther.FUrexample,indescribing

electrUntIanspUItwewishtUdescIibeanelectIUnwhichmUvesfrUⅡ 1UnepUint tU

anUther.ThusthewavefunctiUnmustbepeakedatapaIticulaIplacein spacefUr
suchadescIiptiUn.This physical pictureisIealizedbycUnstructingawavepacket
pictuIe.

CUnstructiUnUfaWavepacket

LetusexamineaUne＿ diInensiUn㎡ planewavestateWithawavevectUIπ U

,
‘

Ψ

(b)

ψ乃。
(π)=ej七。t (1.32)
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〝 免 nUtethatifastatewascUnStructednUtfrUrnasingle乃 UcUmpUnent,butfrUm
aSpread土 Δ枕 thenthefunctiUn

拍 centeIe● arUundthepdntxUandtheprUbabili好 (｜ Γ ｜
2)deca,YsfIUm its ma㎡ mum

valueatπ UtUaVeΨ smallvaluewith㏑ adistanceπ /Δ乃.

If∠◣乃is sma11,this new ‘‘wavepacket’ ’ hasessentiallythesamepIUperties
asψ at乃U,but拍 lUcalizedin spaceand抬 thusveryusefultUdescribemUtiUnUf
theparticle.AmUIeusefulwavepacket iscUnstfuctedbymultiplyingtheintegIand
in thewavepacketbyaGaussianweightingfactUr

Fl2,2Ul=】
:三

七
d比 ㄍ́t￣£U9

=    ↙栭1.-殉

′(乃 一 七U)=exp｜一
°

午云嗙

一

乒
l

(1.33)

(1.34)

ψ(t,π U) == ./::exP〡 一上
台i云

一

片言
二.+,竹 (π 一 tU)l d竹

=exp｜ j比
U(π 一 πU)一 上L弓

一

E二 (Δω
21

×
店

Ⅸp卜°
午云嗙

一

乒+《七一蝙×π一ω +上生
毛戶

E二於
叫

= 
、

/2πΔ 乃 exp｜ j統
(π 一 tU)一

;(π
一 πU)2(Δ 竹

)2｜

             (1.35)

對I‵年:)︴︴常封
s╮

一

;::︴:::∴穹:甖基絆 牡
it::｜

::::::l、::︴::｜ :︴::器:萬
i:7糮

守玉
spIeadinnnitelyin space,buthasapIecise竹 ＿value.BycUnstIuctingawavepacket,
wesacIincedits pIecisiUn in乃 ＿spacebyzΔ竹andgainedapIecisiUnz生 πin real space.

Ingeneral,thewidthUfthe◥ 〃avepacket inIealand乃 -spacecanbeseentUhavethe
IelatiUn

Δ乃Δπ＿
—
1            (1.36)

Wecanrepeatthis pIUcedurefUIaw已 VeUfthefUrm

ψ〞ε屾t                 (1.37)

andalsUUbtainawavepacketwhichis lUcalizedin tiIneandffequency,thewidths

againbeingIelat琶 dby
ΔωΔ古∼1           (1.38)

LetusnUwcUnsideIhUwawavePacketmUvesthrUughspaceandtiIne.FUI

thisweneed tU bIingin the tiInedependence Ufthe wavefunctiUn, i.e., thcteIm

exp(一 jEt/元 )UIexp(一
jω t).

ψ(毛 ● =╯ j二 仰 一 ω 唧 伸 “ 一 翃 一 唎 砒 (1.39)
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Ifω hasasiInpledepeⅡ denceUn竹

ω =c后                   (1.4U)

Wecanw㎡ te

ψ(π ,t)=�
t°

。

′(π 一乃U) expIt后 (π 一πU一 ε古
)〕 d乃         (1.41)

whichmeaΠ sthatthewavepacket siInplymUveswithitscenteIat

π一πU==ε古                            (1.42)

andits shapeisunchangedwithtirne.If,howeveI,wehaveadispersiveInediaand
theω vs.后 Ielation is mUIecomplex,wecan,ingeneIal,write

v(后 )==ω (七U)+ :≒
∥乃=l。

.(竹 一 竹U)十
吉 舍語

計 符=栭

(乃 一 路U)2-+...     (1.43)

Setting

ω(tU)=ω U

暑營｜七=lo=%
舍牛計乃=乃o=a                     (1.44)

weget

ψ (π ,t) =expIj(后 U(π 一 πU)一 ω U古 )︳

�｛

∞

 ′(乃 一 乃U)

× exP｜j(七 一竹U)(t一 tU一 v↙)一
考手

(竹 一竹U)2古

l d右
     (1.45)

IfawerezerU,thewavepacketwUuldmovewithits peakcenteIedat

π一tU=vσ古                        ︴｛
.46)

i.e.,withavelUcity

vσ == 毛雨Γ｜t=l。        .                    (1.47)

HoweveI,fUrnUn2erUa,WeshUwthattheshapeUfthewavepacketalsUchanges.TU

seethis,letusagainassumethat

′(竹 一符U)=′ (后

r)

=exp(言弓〧︴:)                   (1.48)



Then

ψ(2,t)=exp｛j竹
U(” 一tU)-ω

。
古︳｝

×
 ╯t:° exp 

｝
乃′(t一πU一 vθ t)

一瓦「(ta古 +(Δω2)｜
 d店

′
TUevaluatethis integralwecompletethesqu釦陀 in theintegrandbyaddingand
subtractingteΓ ms

ψ(π ,t) =exp｛ jI竹
U(π
＿岔U)——ωU古︳——

                    ｝

(1.49)

(1.5U)

(1.51)

FuIthermultbV㏑ gandd∥ i山ngthe㎡ght＿hand蕊deexponentby(l＿ jat(Δ t↗
)weget

×
  ｜

乃
′

——t上生二
i音

=管

三

一

千丟≒古今
」╯三

｜

2｝

 d竹

TheintegΓ alhasavaIue

ψ (t,古 ) =eXp｛ 9∥ U(竹 一 tU)-ω UtI｝

∥

一

砂竹,●尸=exp卜上生
。告土多猙乒拉f討響

Ξ二
｜

..                一  
、

￣￣ .︶
′      J            .

ThepΓobability｜ ψ︳
2hasthedependenceUⅡ spaceandtimegivenby

(1.52)

This isaGauss㏑ ndistIibutioncenteIed缸
。
undt=π

。

+vJ古 aⅡdtheIneanwidth
inIeal spaceisgivenby

δt=五
πv勺 +a竹2(Δ竹)4

(1.53)

FUIshoIt tiInessuchthat

a2t2 (Aω 4 《 l (1.54)

thewidthdUes notchangeappIeciablyfIoIIl its st缸 tingvalue,butas tiIIleP祁 SeS,

ra≠ U,thewavepacketwi11start spreading.

exp｜-寧
              ｜

exp｜等                 ｜

=δ臼(t==U)Vl-+Iδ
π(t==U)︳ 4
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bUbIightnΘ 叫 七hey色 ” thΘ .pUintgwhUgUdk比
alnce日 frUmthetWU

UPeD】 ng日 ㏑ thΘ &aPhra色u&且 efexalct9byaⅡ ㏑tegralmult一⋯e
UfthΘ wave-length.FrUm且 &1一ΘBeΘ th&tthe山ⅢerencoofthΘ
d正比色nCe日 拍 t㎡ nψ;t● erU拍 therefUreUntheBcreen

:盅聖::s,.I:主舌I”+葑λ｝“-U,土 1,土 2,⋯
),

wherUt山 thΘ d山㏑ncΘ betweenthΘ twUoPen┐ ngs,.ndψ i6thΘ ahglU
Uide且ectiUn.

▲
-田mar山 山 ract㏑npattbrn iBalBUUbta㏑ edwhen lightPasseg

thrUugh銘 θ 助 t.We田 Ⅱ ● ctlLrΘ itIUllglljasduUtUthΘ mutual
interferencΘ  °f thΘ  elemen七a,ry IIu9gens wal↓ eg BpreadlIlg Uut LUm

掛五咒。幫琵娥rthU.p:黖
l:tF℉眾  嘎

�  . t日。ψ≡竹λ  仙=土 1.土 2,‥ .),

wherU伊 igthe81北 -㎡dth;dUe日 nUtnUwovUthePlacegatWⅢ chtheIΘ
i日 b㎡ghtnΘsB,butthUsewhΘ IΘ therΘ i母 d●IkⅡe8g. FUrin thePacketUf
Wa▼Θ traiⅡ日 WhiCh‘ PIeadUut± rUⅡ1thΘ

一

北 土1the田 ㏑北 tiUIlgiveIlby
thΘ equa,tiUn,.aIl “pha8e日

’’ ate ㏑ 引㏑㏑ ca,BΘ representUd exactlythe
BamΘ 9Ⅱ

mberUftLme坊 i,Θ.WonⅡ d㏑ thep日 Ck“ eXa,ct9mmalmy
Wa▼etraiIlgwh㏑hrea,chthΘ 日Creen㎡ thacrest,as tra,in日 WⅢChaΠH▼θ

的 站 ㎡ thBhUllU呵 thΘ tra,m.π dⅡ thUIefUreoxt㏑麥 山 heachUthor.
We且nd,n」比heir,thatthedⅡ hant㏑●ma之血aareⅡUt,朋 befUre,aImUst

●quallybright; butthattheiI㏑ tensityfa‘ l㏑ Ufve平 日trpng9fIUm
themⅡdlema㎡mumUu.twards,㏑ theway㏑ dicate。 ㏑且g.2bythe
W巳VyⅡ nΘ BhUwnattho日 ide. ItshUⅡ dal18obesPeci巳 1lyemPhasi2ed
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s山形┤ㄉㄛ&几 ts「ε刀仍β翃 腕θt伊acJ仍勼 9a狫〞η 仍●豳 sU翃 .

bbdΘducedeitherfrUIrLthea,bUvΘ equatiUnde且ⅡingthU

PUsitiUn Uf thΘ  d曲actiUn

⋯ n㏑m, Uf diectIy frUⅢ

ng.2.
The falct tha,t the fUrm

Uf the.d◢hnttiUn Patter口

dePbⅡdg .β8en伍a,Ⅱy Un thU

Fig...—
—
E︼;π㎡on 哦 ε BⅢt. T1.e

difrr水〢
。
n pattem BhoWB ︳ Btrong

m」史mu” ofj㏑ tensi●  for the angIe of
difrFacti° na=o,● nd aisoaBeriegof
equ▋ d︳stan!ma〤i.n.which.becomeprU-
g!essi▼ e︳y  weΞ ke【  aS  the nng1. of
d血rΞct.on mc了ε日SeS.

W色V●

一

en封hUfthe1屯htmakegit pUss山∥ tUca,fryUut● pectral

㏑vest屯流㏑Ⅲ bymUangUfmterferencUphΘ nUmeⅡa(Ⅲ山dgrat㏑g,

echelU丘 grat血g,PeIUt-FabryP比此o,Lηm㏑ erPlΞte). FUr&山 ac-

H?np戶ttems tUBhUwuemselves,比 ㏑neccssarythatthΘ 〢dthUf
thΘ Blit.mplUyedBhUuld bΘ  ofthθ  Urder、 UfmagⅡ 比udUUfthΘ wa▼U-

lengthUfthUlight.Π thenwbw加 htUobta㏑ ㏑ terferencePhΘ nU-

mena甲 北h不
一
raⅣ )wUh辭 etUⅢ eagrat㏒ ㏑ w㏑ chth.血 tance

betweenthΘ Π山㏑gs沁 “ thΘ UTderUf甲 agmtudΘ Uf1工 .=1U-Bc血 .

Suchgralt㏑gs&rePutinto ourha,nd日 bynature,
色日

｛
VUn:Lau●  (1912) ha,6日hUWl1,iⅡ theBh&PΘ Uf

c呼§t由㏑,㏑ w㏑chthUla幻Hced乩 色n°Us-a,rejust

UftLsγ dγ Ufma虫 亡tude.Ifa● eamUf琴 ┤n╯吧

。 PΞssedthrUughac,stal,wedU㏑ 也 ctUbta㏑

Fig. a.—
—
Diπmction of X-ray日  日t 臼 C呼Sm1.  As e工 pla︳ned b,

Bragg,themyBε 了eΓenectedΞ tthe latticε  p!anes of the c,sta1.md
thus【nadeto lnterfere.

㏑ terferUn●ePhenUⅡ 克na. FUllUwing︳ Bragg(i913),wecan int爸 rPr.t

山 e古ea,BduetU㏑ te主ereⅡceUftheray日 IeneCtedat山 」brent l㎡比ice

P比uK光 UfthΘ crys協l(ng.3> Ⅲ UIeU▼eI,UUmPtUη (1”° andUtheI日

Buccdbded㏑ prUduc㏑ gX-ray㏑ 托 Ifere五cU㏑ art五c抗lgr啦 ⋯
gBalB° ,

uu㏑ bej㏑gfo┐】ndPU88iblea,tgrazmgincideⅡ ceUfthΘ ra↗臥

InteIferenceUfX一 ray日 8uPPⅡ eB&PowerⅢ
甲
eapUnfUr㏑ ▼eBtlg-t血g

the日七ructuIaUfcrYstalls. FUr田 ⅡBPurPUsewed° nUte▼ eⅡ reqⅡ I了elalΓge

P㏑Ce日

。

fthecry§ t㏕,butcanuse比 in thefUmofPUwder(D● by中

Scherrer,1915一 Huu,1g17).η㏑illterferm㏄ ng甲esin theIatter田叩
a.Ier㏑gsrUⅡ ndthed士 ectiUllδ ftheincideⅡtbeam. 工ndeed,thePδwdeI

gralnB㏑ y′ bΘ UfmUloculBrBmUeveh.mat㏑ mUΓe,比 ㏑ fUundth8｜
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theinterfΘrencePhenUmeⅡ a,duetUtheiⅡ d山汪duaIaltUmnU王 tho molo-

culUareb夕 ⅡUm由 ⅡScUmplete9Ubli加 m托 dbythe土 te齛 a,Iεett㏑g

aⅡdmUtiUⅡ UfthUnlUleculegim ljqⅢ dsalndga忠 eB. Circular interference

rlILgsarΘ Ubserved,frUmthe㏑ tens北y血 由Hb啦 UⅡ Ufw㏑ ch市 ec&n

扭 巳WCUnClu日 iUngwlthrega,rdtUthe山 由㏑ ,ⅡcosUfthUa,tUmsiⅡ thΘ mUlΘ -

cule(Debye,1929).Ⅱ UwevUr,weBhaⅡ nUtenterf㏑Γther intUthese
methUdsUfinvestigatinghUWmaltteri8buⅡ tuPfΓ UⅡlatUmB.

Weaddhere,in thefU工 illUfaBc抗 le,a8ummaryUfthew色 VΘ -︳ en叫山 g

of tLe tyPes Uf ra.d山 比i°n at′
°
reseⅡ t 土口1..wⅡ  (且g. 4).   ThΘ  BcalU i6

F地 .4.——L°gaΓ ithrnic日 C● ie。fwave＿ ︳engths: thenumbers shownrefeΓ to

am㏄ ofIen目〦λ.一 ︳cm.,andΓ epresen● lUg1.(λ ′λ.9

lUga垚thrnic; thθ nⅡ mbers BhUwn a,rΘ  thcrefUrU 山 d㏑ e日 Uf PUWer日  Uf

lU.A日 ㏕ tλ
。
=1cm:㏑ takeⅡ.Na曲 tUthUwldΘ ralngeUfw&vU＿

㏑ⅡgthsemPlU” din㎡ reles§ cUmmu」 c玼iUncUmegthe“ 珽≡UnUf

t㎡Ia-Γedwa,voB,ㄗ 〢IChal且eUto1lrBensU日 aSr田 Ⅱ由北 heat..ThencUmΘ 日

thΘ rela伍velynaⅡowstrotchUfthΘ ㎡㎡blΘ regiUn(79UUtU3gUU且 .),

followed bytho ┐Ⅱ伍a-功●letand Sch】︳vnn.nn ΓegiUm. wh㏑h in tiΠ卜
lead㏑ tU七hedUⅡ 並㎡Ⅱ UfX-rayB(1UtUU.U5且 .).TheⅡ ×ⅡUact∥e

才 m&atiUnmacheBtUab° utU.UU1且 .ThebUsm㏑ r出苗 ajUⅡ cUnta㏑ 日

′ my日 UfV° 呼 shU此 WaVe-length(1U-.且 .)一h㏑hwU仁 ldl㏑ beyUnd

the￣日田 lΘ UfUuI且 guIU.                           .

2. LightQⅡ 8ntΞ.   .

Great色 8ha,SbeΘn山 Θ 8ucce88UfclaIg日 iCa,lideagⅡ1thΘ L北erPΓeta,tiUⅡ

Uf五 Ⅱ℃rfereIlcUphenomella,the士 ㏑ ㎝ Paci竹 tUa,ccUuntfUIthe9U.
ceS8cBUfabsUrpjUⅡ andemBBlUnUf㏕ πHUn山 nUlegB曲 山 山 巴 HerU

C㏑啗日imlelectrUd/na丘 ⅡCBandclaBsicall mechank汨 abSUlute9伍 Ⅱ .

TUoveafewe翻 mPleSUftⅢ sfail⋯ ‵ wbK犯 a11theexPerimeIltal

﹄ ctthatahydrUgeⅡ 日tUm,fUIexample,e㎡ t日 知 in血 而  se㎡egUfBhaη

spectIall。es(P.lU5).NowthohFdrUgena山 °mpUssesse8U┘ 9已 BmglU

electIUn, whlohrevUlve日 rUI9ndthe ⅡucleⅢ. BythΘ Π」b日 UfelectIo＿

dyⅡalin.cs, anelectrUna,cceleral”d Lk°  引田㏑ 8endB outⅡ kⅡ日HUnCUn＿

伍且uUuBly,alnd日 UlUBe日 UⅡergyv in′ itsUrbit i七 wUuldtherefUrΘ nece日

乩口Ⅱygetn田 曲 randnUarer(theⅡuclells,dntUw㏑ ch比 would山m”

Plumge.Thθ e㏑ctrUn,wⅡchi㎡伍al1,re▼ Ul▼edm︴h名 de山山㏑ ie-
quenc9,㏕11ra山atULghtUf.引田山 iequenc乃 ㏑ .hΘ caBewhenthΘ

8I
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士 equeILcyUfrevUlⅡ Honchaoge日 (CbntmuUudy)du㎡ 主gthΘ ra&Ξ ㎡ UⅡ

PrUcess;山 wilalBoe血 t丘 equen㎡ e日 ClUSΘ tUthe〔 Fbund士 equency;

buthUwth● n七 hΘ 8pec七rmUfhydrUgΘ nBhouldcU叩 iStUi8山 BcretU

∞ ㎡e8㎡ Bhar山 BeParat6d㏑ e日,北 ㏑ qui㏑
⋯ PU田 iblΘ ㏑ undef8抗 Ⅱd.

Further﹁ theBtabⅢityUfthealtUmiBiⅡexPlicable. WdmaytL:nl

bywa,yUfcUmP&Π 臼UⅡ UfthΘ 日yBteⅡ1UfPlanet8c士 cⅡngIUI.ndthΘ 日un,

&Ⅱ,whenund㏑tlLrbbd,=lU㎡ngiⅡ thelnxedorb比出 SuPPbse,hUwevΘ r,

thatthUwhU㏑ BUlar叫 用tUma血 ved㏑ thΘ IleighbUⅢ hUUdUfS㎡ Ⅲ ,

fUr爸xamPlΘ; thoIneIΘ PrU●山咀㎡tywould8umcotUdΘ 旦㏄talIthΘ

P㏑netsU吼 UfthΘ Ⅱ cUurBUg.工 fthenthΘ BUlar日y㏕η㎡ movUd8way

&ga㏑ tUad㏑tancΘ j㏑mS㎡Ⅲ;thΘ Pl&netg中●㏕●nUw㏑●U!▼Θrbmd
th° 田mmneWUrbΠ t With new ▼ΘlUci伍eB巳nd PeriUdBof rU▼ UlutiUⅡ .

‵Ⅱ thΘ electrUmB:inu出 atUmUbeyedthΘ BB㏑Θ m由 ha㎡oallawgaBthe

Pl由id站 hthUBU㏑ 田 BJSt.Um,thθ ,ece由a-co● 日eque茄 Θ Uf8cUl㏑ iUⅡ

UftheatUⅡ l mthaⅡ UtheratUmwUuldbUthatthΘ 〞 U∥nd士 equenciΘ日

Ufamthθ dectrUnBwUuldbθ cUmpleteb┌ changUd,BUthataf-● IthU

C°lⅡ日iUntheatUmw° uIdr田 五at6iig五tUfw直 ▼e-lengt,hBalgUUntIely

山9erent.IⅡ d士ect opPUsit㏑ntU山山,w.haveth芭 ex●e㎡mentalf日中

thatan玼 UmUfag曲 ,W㏑ ChbythekLK比 ㏑ theUryUfg朋 函 ㏑ subjected

tU§Umet㏑ gⅡ ke1UUπ ㎡∥:UncUⅡ i虹UnBper日 eCUnd,ne▼ erth●legB,8fter

thes爸 a日 be土UIe,Bend日 Uutth..am● BhaiP8Pe° tra,l line日 . ＿

F上立以妁︻ claBsicalmech&㎡cBandBt&Hsti函 fail㏕ththΘ ΘIP㏑nat㏑n

生$土為生t#智Ⅶi+甘
j::f:Γ牝。守:瑞埒:卄投

meIel9 quUtUthΘ  redult to wh㏑ h Pla主.k (19UU) w&8led by t且 Θ&bove

cUnsideratiUm.  To ma,ke.七 hΘ la,wB ofr出 &茁ti。n lnteⅡ igiblΘ, he foⅡ nd

thΘ fU11Uwl且g hyPUthd8i日  tU bΘ

一

ⅡΘcΘBBary:′ a曰㎡gs屾 a仍屁 aδs丌TttUη

qㄏ γaJ沌汕比θ乃θ物 δV羽羽別”〞 而 θs咖t翃几θpt饑 CUH仇“Umstv,奶 抗 ′竹
竹

“
卿 嚇臼 Ur竑留卿

”
元v竹 =PlaIlck’日CUnB伍nt6.ω × 1U￣叩 ΘrgBUc.,

v〧 frequenc力 .U主 thΘ UtherhaⅡ d,thΘ cUnnb㎡ onW北 hthUUlUc● rU.

ma,gnetic theUIy of:Ight is t. bΘ  mamtained｛ tU u田㏑ e曲nt, that

thΘ cla,8sica,l la,w日  alIΘ :tU hUld fUI thΘ  ●roPalg6HUn of the rad∟ &ⅡUIl

但Ⅲmct㏑Ⅱ.㏑terference).

擋
【
:｜::÷

:｜｜::i;棩,描

=’

驟蕊t溿ε古三三r工t:B昱瑞
a,nde血 siU五 ofradia,tiUn,butallsUmΞ ●ntainedsuchprUpe」 臣e日 aBL1.

herent㏑ then玼 llreUfra&at㏑ Ⅱ 北ser.AccUr“ ⅡgtUthΘ 仰卬 U屁鉧 加

Ur加V加 faa,乙taφ FJUt佛ω W。 Ch伍 eadvaILced,Ⅱ ghtcUos拍 tsUfquanta

lcU叮砡 stles)Ufonergy乃 v,wⅢ ch且 ythrUugh●
°
aceⅢ m.hailUfsh° t,

㎡ththevelUcityUfⅡ ght.D玩r㏑g” at 血st㎡ghLth拍 hypUthed㏑

alppear● tU be, theIe 由 neveI引㏑且esg a whUle Berie早  Ufe不p.r土nentgl
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:::c:f器鼠肆牙:音:rr罕盅
。
古:∫

quaⅡ tt】m.SUmUaccm柏tUfthegΘ e判
9●

r】m.n
E㏑stU一 ㏑mneⅡ ㏑ ●rUUfUfⅡ色h力η無e8蒧 t㏕l叩wbb。 ven. t

Them㎝td士ect扭anBfUrm屾UnUflight㏑tUmecha㎡m!energ/UccuIg
㏑ the山UtUeIectrice至 ect(.Hert2(1887),中Ⅱwachs,EMrandG㎡ tel,

L鎮㏑nb山g).Ⅱ BhU血W.ve(ultra1Uleω ㏒ htfallgUn8ⅢotaI8㏕&cΘ

器 :°    l伅 首

一

l∵:f撽發蟲 牲
:Um it            ‵

㏑ thΘ fUⅢ Uf UlectrUllB.  WΘ  °all nUw
UnthΘ UnΘ hal甲d,by.bΞPtⅢΘUfthΘ ele.-:
tIooB, =n朗ⅢΘ thΘ tU位以 c山oⅡt 止恪㎡Ⅱg

(Ξf.eΓ Len田Ⅱ).

mthodeC,●nd
.ct.l.r日 t●d (。r

魚
Ⅱ
:i:︴:苦

=:廿

::d片羜::l=lΓ驟
UWIlth●t伍 Uvel㏄ 好 ㎡ 伍 eUInergent

dectrUnsdoU日 ⅡUtdΘ peIld,ts。
叩 工山 典 tat血 日tΘXpUct,UhthΘ

L比emityUfthUⅡ gh竹 butthatUnlFthe。 numbUr㎞ r田㏄ 日 ag
血 Θ ㏒ ㏑ beoomesBtr四 ge╮ thΘ Ⅲ mberbe㏑ g㏑ 血 ct piUpU血 UIl㏕ tU
thU土北eⅡ日ityUft●Θ ught.ThΘ ▼elUc北yofthUPhUtUelectIa一

′
dΘPeha日

UnlFUnthΘ 丘Uquency9UfthΘ Ⅱght;fUrthΘ Unerg工 η UfthU屾 Ung
thUfUⅡ” 由 吧 relB七㏑ n㏑ ㏑ Ⅲ ㏕ :

回=加 一 ⊿,     :      
、

whe拓 ⊿ i日 8CUnB拋 mtch紅 色CtU」㏑伍 cofthΘ mdhl.      :

﹉
Frpm thΘ BtahdPUiⅡ tUfthΘ Ⅱghtqua⋯ mhypUthe日山;bUththesΘ

regultgo&nbeundΘ rBtUUdat.Unce.E▼e呼 Ⅱghtqua,⋯∥,n日tr㏒ the
㏑ etalahdοUⅢ血 吧 ㎡ th叩 ΘUfit忘 dectrUnBhandgU孔 Γ你 whU㏑ onergy
tUthΘ elΘctIUⅡ,andBUkⅡ Uck&北

、

ut“ thΘ met或 bUf。rU北 Θmerges、
hUwe▼er,th古 electIUnlUBe日 aP屾 Uft㏑ 8eoerrequ㏕ ㏑ a血mmt● b
thΘ wUIk,⊿ ,req.〕】redtUΓ emUVe比 士 UmthΘ me位Ⅱ.IheⅡ :】mberUf
elect=U田 UXpelled山 equaltUthΘ nmnb㏄ ㎡㎞ideIlt㏒。tquanh,

m:;j:一
日 山 ‘-▼Θn by thΘ  mtenBity Uf thU Ⅱght.fa㏑g on thθ

平
vldence eveⅡ  InUIe paltent fUr the exls七 ence of  ght qualnta, 珀

出venbythecla甜iCe即e㎡m°ntsUfE.Meyer㏕ ┐片 Ge」ach(1914)

。
n●he:phUtUelectIce且ectwlththeβ m㏕ partioles㎡ met㏕ dust;by

-        、 .         °              一
                            .           (Ⅲ 9U8)
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Ⅱη巳山 a,tiUⅡ Uf the日Θ π江山  ui七ra＿vlUlet Ⅱght∴ PhUtUUlectrUⅢ  aΓΘ a,ga,i口

Ⅱber醃ed,目Uth玼 thΘ
.ㄗ
x比aⅢcp廚 」HcleBbecUmΘ pUgi由 t9chaIged.

ThΘ aldva,nc.UⅡ thΘ preㄐ㏑uBca1日Θ CUnBi8ts㏑ 例└思,thatwΘ caIl且UW

o㏑eⅣethΘ 伍㏑Θ relat㏑m㏑ thΘ PrUc田8Uf山 ar由吧 thep屾㏑leg,

by°au日㏑gthemtUbecUme8Ⅲㄗended㏑ anelec●㏑且eld,a8iuⅢⅡuI
k出Ⅱ怕 drUpletmUthUdfUr山協 咖 θ,thΘ e㏑meIlta甲 dUc仙巨c⋯ arg$

● ieSh㏕ 日血UnUfaphUtUelectrUniε theⅡ 日hUwllbythΘ accΘleral伍 UIl

cBuBUd.bythej㏑ ηoaBUUfcharga.   

｝山㏕ dent一 ghtactual1,Ⅱ WΘ 日抗曲 frUmthUh刃四t㏑㎡βth此 the

rePTeseit日  aln electrUmagnetic ㏕敬打Ⅲ此㏑ g 且eld, wU ca,n deducΘ  iUm
Ihe Bi2Θ  Uf the pε田HiCle日 thΘ tⅢΘ tha,t IIlu§ t ela●日Θ bθfUrΘ a、 Pε

田目iclU

Uf㏑etalca,nhavetalenfro取 七Ⅱ 86eldb9ab日 UrPtiUⅡ thequaⅡu比yUf
ener日

「
wⅢch拍 r°qⅡ.I.ed拓 i′ thΘ relUo忘U°fanelectrUn.TheBΘ 位meB

aIUUftheUrderUfvn,酠 :tudeUfBUmUBUcU● d研 IthΘ clas8ical tlleUry

UfLghtwΘ rθ cUⅡeψ,● phUtUelectⅢmcUuld㏑ nUca,BebΘ emltted
befUr6伍 6exp叮 Ufu田㏑ ●㏑ eaftUr日伍 比㏒ thΘ ㏑ 色山 auUⅡ.ButtLU
expe呷 °ILtwheⅡ c●田㎡ed°utPrUvedUⅡ the.Untra┤

「

thatthU㏕ 引㎡UⅡ

驟 吝窋 嗢 扭 g::::::器

!｛｜｜:-::｝!:##b。n8i日t日 Uf a halⅡ of Iight qualnta,j which ca,n

themoment they日 tr止eame抗lPa」巨cle.

8. ●ⅡantumⅡheUrJofthθ ▲tom.

Planck’日°㎡」h㏕ Φ 加山Ⅲmh胛 山 由山 wa日 蕊 ╰ Uve,日PUCtrBl
oh&口 hU㎡ cUBciⅡ玼 UrUfde屾 teiequencyv㏑m thΘIΘ ●UⅡeBpoⅡd日

π◤l止chcannσ站 aJsin theclaⅢ 虹caltheU,,ab8UrbUre口ⅡtaⅡ arbitra,呼

qu&ntityUfenerg,butUm,㏑ 托 gralmultbleBUf元 比 Nielβ BUhr(1913)
madethe肛屾 8dⅥmcoUfelucⅡat⋯gthec。nneiUnUftheBe“ ㎝c〦

latUrB’
’

㎡
”

。

nUBⅡ Utherand㎡ ththΘ Bt血ctureUfthΘ atUm.Ⅱ Θ

⋯ Pped伍 Θ Ⅱ 由 Ⅲ㏑ t七hUΘ lUctrUⅢ actuaⅡybehavUⅡ kUU忘 ciⅡatUrB,

i.Θ.thatth叮 BrUqua。 ela血 ca,Ⅱyb.un& 血 lea山㏒ thUughtw田

The 日出】Ⅱ dUeB nbt beha,▼ Θ 臨  a claⅢ虹c巳l叩m叫血 g㎞℃ ,㏑.∟

啦 田在” sδrbUnUrg
一
㏑ PU北㏑nB Wl止ch Ⅲmechn尸Ⅱ

。
㏕.B/Btem,w1            .

BIb。r啪” BⅡ工Ⅱ1.FrUmthΘ fact:UfthUamtencΘ UfsharPe㏕ B日iUn

‘n● ⋯ BUrptiUn㏑㏄ UntheUnehand,and士UmE㏑漱血怕Ⅱghtquantm
hyPbtha虹 8Un七h° UthUr,北 日eemgPieferablΘ tU址terthatthΘ atUmca,口

血 t only血 ′d°丘ⅡⅡo函必σ比 S女屁a肌η S幼t毋,㎡theneI臣eg回” 回
1,

西﹂,... .  ThuB﹉ bnlythU.Θ BpectralⅡnes can bU ab日 Urbed fUr w㏑ ch

先l㎞ Θ工.ctlFBuch日 ▼alubth出 托 ca,nralisΘ 七hUatUm士Um。ne

日㏑
⋯
iUnaπΓ Bhte– ● a㏑ 幽 rUn研 thU岫 s研′況仰 況他 Sa,rU山 eIefUFe

dUnnUdby山 oequatiUtl8既 一 E.=元 h,E2一 E。 =元 ㄌ,.‥ ,whΘrU



IV,3J QUANTUMTHEURYUFTHEAT。 M      8J

耴 拍 theeⅡe理9UfthelUwe.tB㏑ tU㏑ w㏑ hH怡 a●Um田 曲 h山 b

BbSb且C。 Uf日Pe㏕ eXc北釘HUⅡ.

工fthea,tUm㏑ exc北edbyanyPrUceg所 .i.e.t it i日 ral拍edtU8st出te

而thbⅡergy Ei>E°, itcangl▼Θ ⅡP山山 eⅡergy茁ga,ln lIlthe fom

Ufrad加比iUn.ItcaⅡ ㏑ factral山atΘ aⅡ thUBΘ qu巳n扭 WhU色U°neEgy.ig

equ㎡ tUthΘ 山且erencU“ 七hΘ energ㏑BUftwU8t.uUnar,日 岫 .Thθ
㏕ ⋯ Uh㏑ 曲 8rb●hDreiUrΘ ξvenbytho′●” atiUn

一  E.一 刀π千 元〞麻 .

A日 ㏑ 光 tCUnmatiUnUfu山 thbU呼 c叩 bes。 e五 ㏑ thΘ fUⅡ●㎡ ngfaψ .

Ⅱ BUhI怕 h刃四 the㎡s㏑ cUⅡect,aneXdtedatUmha日 Upe,tU托 一▼.●oug

” ㏕ uθ 咖 Uffa㏒ b犯 km器

甘 旺 嘂 1星 ::t音 笛 咒 王●日 Ia日h㎡UⅡ. FUIenmplU,.an  ｜

d比h” 夢vUiP         u一 tho封Umd日㏑仍 ⋯ 血Θ

elΘmenta甲 pr              .thU        :
●●quΘncy.B㎡ or北 canb中駟 mth巳 “山曲Itibn

土比U.thΘ .血此 eXc北ed乩 a拓 ㎡ 伍 i⋯Θ energ風
andBuIendeIUfthUUnUr,quanm加 sl,田㏕

.

Lhen㏑ Ξ BecUndra山 gHUⅡ p四cegs(iQquUncy
..i.).伍Ⅱ balck㏑ ㏑ thΘ grU︳Ind日tate; aⅡd」 °

Π..“一Ⅲ●’.Comb㏑ a●oⅡ P由㏄二p︳.. An.tU四 ㏑ th● iⅡrd
王 血 dBtatecanm由 at.●tBener,.i山 e● ㏑ th.fUmUft日 ㏑ gle

Ⅲghtquan-offrequ.Ⅱ ,v..,●=●
●tW。 qunn●,.tL..一 ofwhose.frcqu6ndesmustbee工

日Ctl9,,.. 
‘

m但 g.外 血 ㏄ thUtUhlene唧 m啦抽葩 甲屾 alWa” ㏑ the

Ba,me.㎡ 2.風 一
一
刀 ” thΘ fUⅡU一 grU● tiUnmuBtalWayg必 :BtbUtweon

山 Θ rad㏑比od‵上:equΘncie.:

vS● =.Bl十 .1.一 .B2+也 ●=.B2+吨 1十 Ψ1..

ThiB禰 .oa“仇 .〞咖 勿 沌 mmtUicd㏑ ㎡° hUⅢ ㏑ ●Ⅱ mⅨ珀,a,nd拍
ided.oI°n士 U血 thetheU好 wⅢchc血 q㏕lybUputtU⋯ ete日tUf.

exPermbnt.IL8tori° 叩乃 北㏑ t平坊 th。 Ur●” ㎡ Jk男Θ●̄ UΞ日中︼比㎡

thΘ matI叩 wa,8rUvUEBed;fU了 nitZ,.ig蜘 yea,rBbek沖Θ BUhr怕 thΘU呼

wagPrUPUI】 ndUd,dUduced｛ 山㏑ cUInb山巳uUnP㎡ ⅡciPlU士UⅢ .Ullec●.d
日peCtrU白∞ ● cm山 ㏕ ㏕ ㏕ ㏑ 山 hadb呬 Ubta㏑

。

● byexpU一 oⅡt.。

lg by nU meaⅡ 日 the CaBe, ho甲e工

::一 概 :土:Ξξ:｝:l: 

“
°°

平

:㏑

a●on
ⅡⅡe日

”
 dUalctua,ⅡyUccuI㎡thP●I〔

Π╰」山比rdieCtcUnmmal伍 UⅡ UfBUhr’stheo呼 Un七hee郎 teo°eUfd拍 -

●
Ieteenergylev爸lg⋯ theatUmwals舒 venbyth.experimentsUfFi巳 ⅡCk

出ndHe此 4(191的 .IfthbatUm忘 巳reSuppⅡedw北 henergy㏑ a,n,wa九

e.g.一byelectiU㎡coUⅢ㏑iUn,i.e.●ybUmb叫 山 gtheatUm㎡ thdectrUⅢ
;

〞

一一一一一一︙︙一〉 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

｛一一一一一一一一一一 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

一一一一一一一一一  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
.

琵幼  九物  力吻
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BmaⅡ.   ＿   
╰                 i一 :   ∵̄

:

ThΘ ph於 ic㏕ jⅢtmciH。hfUr七 ㎡ 日 hη UthU區日 ㏑ d⋯ VUdiU四 :山U

cUngⅢ甲逸ti。nUfBc〢 比年 ㏑ gprUceB8eB士 d山 山 otwUp㎡ nt日,Uf㎡Θw,thU

cUrpⅢcular日Ⅱd七hUmdu1日 tU好.ThUPIΦ IUm研 thUBca●term爸 Uf

Ⅱghtby日 m色Ⅱ P●」﹂cleBpfduBt oibymUlecㄩ eg,iUm● hΘ 日taⅡdPo止比

Uftheclm㎡ caIwaveth● o呼,wa.BwUrked、砰 tlUngagU.Ⅱ t一e.ideaUi

lightq.岫 i日 七Ub6appⅡ ed,wθ 日eΘ atU口cethalt theⅡ,ImberUfincidbnt

lightqu&nt&mugtbe● utPrUPU」 HUnaltUthΘ ㏑ tensi汀 UithUⅡ g妯 乩

thΘ Pl&cΘ cUh●ernΘd,日Bcalcula,tedbythew.▼ Θ th●Ury. T㏑ 日uggoBt.

tha七 WeBhUuldattemPt(BUrⅡ .1926)tUcalculatethoBc㏕ 比er山吧 Ufel°●一

七rUⅡBbyatUnlB,bymeanBbfwavemech田 ㎡CB..:WethlnVUfan moidont

beamUfeIectronBaBh出 ㄐ㏑g.adUBΓ Ugl㏑ wavΘ .BFU㎡㏕㏑dwitL/it.

VrheIl itPa8sesUvertheatU口Ⅱt山區swavUgener&teBa忘 ecUhd。iy.BPhΘ ricaI

wa︶e;  aⅡ d 由n色lUgy wlth Uptic. Bu爸 ge日比 thalt a c° rta㏑  qu日 dra,tiU

exPΓcB8iUnfUrmed#UmthUw.ve.● m●Ⅱtude8hUuldbeinterPreted

as七hUcⅢ rUntB打 ength,Ura8thonⅡ mbUrof8cattUrΘ dUlectrUn日.Ull

caΠy㏒ 血 tthΘ c8lcu1.伍on(Wont2Ul,GUrdUnl北 ●朋 beenfU.ludthat

fUr 日°attermg by a nucleuB 市Θ gUt Θxa,ctly nutherfUrd’ B fUmjla

(p.62;Appen“ x工X,p.377,andXX,p.4U6).M廚ny山h釭 茈Ξtter㏑g

prUces§
。
swere廚fterwardss〢ㄐ∞t°dtUc缸 cul巳伍Unmth拍 wa乃 ahd

theresultBfUmd㏑ gUUdagreement㎡ 伍 Uh氾rValtiUn(B“ n,Bethe,-

MUt七 ,MasSey>Theseareth。 『 U∥ndsfUIthecUⅡ ㎡ ct㏑nUfthecUrrect-

neS日 :Uft≒ePrmcipleUfassUc㏑ tmgw日 VeamP出 udU一 ithnⅡ Tn中rUf

PⅢ啦 cleB(UrPrδ b日bⅢty>
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IⅡ u田㏑ pict叩Θ the pa」臣cIe日 a,rU rega工ded a1日 ㏑ ddPendeⅡt Uf UⅡo

a砡UtheI. IfWΘ t旅U.the士 mutu&lac伍 Uni且七UaccoⅡnt,thUp托 tU㎡㏕

● bWi日 tUβUmΘ ext由中 IUst為 ga,㏑.WΘ ㏑ vethentwUpUssib並 ties.

Ⅲ th一 wUI叩 w●ves㏑ 日pa,CeBUfmγ ethanthreedimemion日 (⋯th

;twU㏑temctingparticle8wΘ WUuldhavΘ 2× 3=6cU-Urd㏑㏕比g),

Urwerema血 ㏑t㏑eΘ-d㏑ΘnB㏑n&lBpa●e,but舒vΘ uPthe田 mplΘ 9ctⅢΘ
UfthUwavenmpli●udeaBanUrdmaryphys㏑almagmtudU,aⅡ diΘplacθ

比 byapw.lyabBtra° tma,thb丘正比如田ㄩ CUnCept(th。 B。cUndquant拍 auon

UfDiΓac,JordΞ n)㏑ t。 wⅡ chwec缸 mUten托 r.N㎡ therc日nWΘ 山 kⅡ B日

●he6xt,eIlS∥ofU田呷 ㏑Ⅲ Uft●UqmntI〕 ㏑ theU叮 wh㏑hh曲 a㎡s⋯ 士Um

tⅢ日theU呼 UfBcatter㏑爸 PrUcegBe日 ,andha8beendevelUpea8U偽 rth脫

ever9 pΓUblem ㎡ th P● 9sica,︳ mea血 g can 山L PrlIlciplo bΘ  B.⋯ed by

thetheorJ(APpeILdixXXV;p‘ t漪 ). What,then,拍 a,prUblem㎡七L

ㄗhFB㏕ me.血ξTⅡs拍 fUrⅢ
古暷片唱去｝豔 琵嘿扭扎:cle茁Hy UnUugh ●hU cUrpllBcui.二  an

gether in 8 hUmUgonqou8 theUIb伍 o&l fUΠ田甲,Ⅱ8m, ﹁㎡thUu● givlng uP.
山me血 nd日men七由lp㎡ⅡdPleBUf● hΘ claB㎡calth0U刊︻ Th● u㏕〔”ng

φ ncePt㏑ ⋯ atUf.prUb出 bilit丌 tⅢ8拍 herUmuchⅢ prUcIUsU9山」比r-

叩 ven⋯ thPh玶 ic㏕ :P血ct。eBtha● ㏑ thΘ °ldeI°” 山 B怕.g.the

踹 駕帤瑋琴建壺::通t垚、1‘1.蹋f士:*機:隙主
wemllStaBkUurBel▼ e日 What色 fterall站 ㏑ e巳ⅡBWhenweBPeak.Uf.the

d。日CIiPtioⅡ
.Uf巳

;Pr。
Ce8d-termBUfcpiP1珞 tle日 Ur㏑ te㏑ sUfwaves.

Ⅲ 伍 e曲UWΘ h出VU&lW㎡ ” 可沁﹏ ,Uf一 田 eBandcUrpuBdes田

。

Ve9

factB,㎡thUut」vihganyconsjd° rat沁nataⅡ tUthΘ quest沁nWhetheΓ

woarΘ j在st血ed血 ass⋯gth色tBueh●㎞g.actuamFexkt.The

PUs比●Ⅱ .ha§ BUm.mm︳ ㏑rityto th山 WⅡ㏑he㎡ sted玼 thΘ t】mo thΘ

theUr/° fre㏑ ㎡㎡ ㄅ wasbroㄐ ghtfUrw鈕 u.BefUrΘ E㏑ stΘ血 ,ⅡUUIle

e▼erhesltatΘdtU8peakUfthΘ s羽%仍JjC佛eUaSUcclmencΘ UftwUevents,

叩 ●veiFtUPP● dtUc° n日●er打hethertheas啟班伍°Ⅱ Ufthe區血㎡taneity

UftwUeyents 此 山且erentuac°6.c.Ⅱ bΘ es七色bⅡshUdphyB㏑ aⅡ9,Ur
whothΘrthΘ cUnceptUfBimukancityh昍 Ξnym田Ⅲmg.tall.Ⅲ PUmt
UffactE。su虹Ⅱ.PrU”dthattⅡscUhcePtmuBtbθ “

rU㏑比iVLea,,;㎡﹂cΘ

twU′ eVent日 m●ybesimultaneou8㏑ U一ΘsyBtemUfreference,b⋯ take

PlacΘ a,t 山至eI●Ⅱtt.vne日 i丘 a五dthor. In .B上 nila,r waly, alccUr血gtU
Heis砭nberg, thU cUⅡcep中 ●Urpu日 ClΘ and wa,Υ U=IfLuSt allsU bo 6ubjected
-。

dUBΘ Bcm山Ψ.With山ΘcUncePtUfcUIpuBc㏑ ,thΘ Ⅱea,拍 necessa㏕y

bU●ndu● th扣 伍●山山g㏑ que8伍Un、 pUBse8眒daperfect9den㎡te

mU⋯entum,ahath疵 ●t拍 at日 dΘ丘u比eP㏑cΘ atthet┐mecUⅡsk㏑red.

ButthΘ ques七iUⅡ ariBU8: ca㎡ wUactual19dete一 nUeX&ctlybUththe

u坶。iUnandthΘ ▼elUc北yUfthe“ Part比lU” 巳tagivUumom﹀ nt口  If
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wecannUtdU8U-andalgamatterUffa,c七 we cannUt-┤ .e.」 〝心 任m

llUveIactualⅡ ydetervn】nemUrΘ thaIlUnoUft伍 Θ twUPrUPertie8 (PU8-

Be88iUn Uf a de侐 t6 PositiUn Ξnd Uf a de山 田比e mUm.且 t】 Irn), 色nd 」

whΘn oⅡΘ i8 d爸 terrn,Ⅱed we caln makΘ  nU a,s8er七iUIL a七 all 局bUu七 七hΘ

UthΘr prUPertyIrthemmUmUmeⅡ t,帥 如 I平 °Ⅲ eA-Pe工㏑ 服 tgUeB,

th.h we .re ⅡUtjustⅢed㏑ .UⅡclu&ngthatthe‘‘七㏑hg” ∥n●er

exalvn.natiUⅡ can &ctuallly be de8cribed a8 a pa.」 臣cle iIl 七he ugUaI
genBΘ UfthUteHI1..WU田 陀 equ㏕ ︳ymjustined㏑ dra血 ng七 Ⅱ ScUIl-

clu8㏑neventwσ caⅡ determ㏑o●Ut。 PIUPehieB思上ηul抗neUuSb已 Ⅱ

nU北herca,nthen bΘ dete㎞ed exactly, th&tj匕 tU say, I任UmUllr
e印er土mntwocanUnly山山othattⅡ●

“
例㏑㎎

”
拍田㏑ΘWherΘ w北L㏑

巳Ce山alillde血tU﹀UlI∥mealndi日 mUⅦg上18Umewaly㎡thavelUcity
如Ⅱbhliegwlt」㏑ acertahde血tU屾Ⅱ陷1.WΘ Bh㏕18hUwl玼erby

四eanBUf〉 exa,mPle日 that仁hθ ㎡mu比aneUuBdetorm工n伍UnUfPU8北沁Ⅱ

&ndvdUcityka,ctuaⅡ yLη pUssiblΘ ,bU㏑ g㏑ φ nB山tent㏕ th＿ qua田比Ⅱm

叩 lfε驟 ::i三:(l:山i三:踹 ;︴止e日 in thefact(drphmU§ UPhcal

Pr虹肥iple)thatweaIeoUη pelledtUu日 eth● WUrd自 UfcUmm.n㏑ ηguage

whenwew工 sh七 U′ de8criboa pheILUmeⅡ Un,IlotbylUgica,lUiⅢ ㏕ 山 e血a-

Hc甜 auΞb侶i昉 butbyap。 tⅢeappe㏕㏑gtUthe.mag㏑a伍Un.UδmmU口

langua,ge 
●
a,g growll by 

。

yeryda,y exPeIieIlce a,nd ca.! ne▼ er .uIP日 BS

the8elIrnitB. Ula,ssica,lphy忘iC日 ha,sre8tiicteditselftδ theⅢ eUfcUh＿

c●PtBUfthi日 日└d;∴ bya,Ⅱab侶mg● ㏑ibIeIIlUtion日 it土色SdeVelUP●dtwU
青a〃 Ufrepres爸nt㏒ thembyelementary● r°茈 BBe臥 mUVlng.p缸ticles

aⅡdwave日. ELer.i日 nU。theΓWayUfgh河Ⅱg中 Pk比U㎡aldesc㎡●I。nUf
mU㎡ ons一 weha,▼ 爸 tU)alPPIyit oveⅡ iⅡ theregiUIlUfa依 田㎡ CpIUcesBe堅

,

wheΓeeIassic日 lPhy8icgbfeak.dUwll:◣ 一
’EveryPrUcesscanbe㏑ t色rPrΘteaei山叩 血 tUmsUfcUrPuBclU日 ●r㏑

teΓILsofw&ves,butUntheUtherhand● t isbeyUⅡdUuIpUwert。 pr。duco

PrUUfthat比 拍 alctual9cUrPjBclesUrw&vesW托 hw㏑ ⋯ waarUdea⋯ g,

fUIWeC色 nnU七 ㎡ mui●aneUuBVdUterm】 nΘ 古ll thΘ UtLerPrUp山 托 8wⅡ ch

a,rodis● inctivUUfalcUrPusclΘ UrUfawa,yΘ ,a,gthUcajsΘ maybΘ . We

GaJn tllerΘ fUΓe Baly thalt thΘ  甲 3vU and cUrPu8cular descriPtiUns ar6
Unly杺 bΘ rΘgardedascUmple⋯entaiywayBUf㎡ewingoneandthΘ
samoUㄐ Uc㎡ v。 PrUcess,aPrUceBswⅡ chUnlyinde且 nΠo㏑ ㎡ 仙 ㎎

ca,Bes aldⅡ

一

tg Uf  cUIIlPlΘ七Θ pictUrlall ioterPretatiUn.   It i8 just the
┴Ⅱ上七ed fealsibiⅡ ty Uf 血eastlre平 eⅡtB tha,t deflⅡΘB thb b。 unda,㎡ eg

botweeI1 UⅢ  cUIleΘp七B °f a, Pa,日臣clΘ and a, w日 vΘ.  TLΘ cUrPuScula,Γ

descriPtiUn mea,且B at bUttUm thalt wU caIIry Uut thU mea8uΓ emeht8

㎡ ththΘ ‘oㄐectUfgUt市 ln.gexa,ct infUIlLL田 H。n&bout momen加 Tn&nd

energyFe㏑ ⅡUnB(e.g.in七 ㏑ CUmPtUne且 ect),wⅢ eexperimen怕 W㏑ c五



。
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出血 Uunt’ tUdetUΠ」㏑ 8七伈 ng㎡ Pla,ceandtimθ wθ can巳IWaysP迍 tⅢetU

UmBelve巨 ㏑ temsUf.thew㎡ ﹀Θ rePre母en七a伍Un(e.g.Pa88agΘ UfelectrUn日

thIUugh七 L上1fo且galhdUbBeIvatiU平日 Uf七hΘ de且爸ctedbealm).

m眾‵i三ξ涂:〧:t咒搎融揣#e驟lF諧驟 :

日㏑ ultaneUusly.W.Ⅱ lu曲吼Θ山甘 七ythγ鈺ΞmP㏑ Uf中山actiUn

throughagⅡt(ng.1U). IfwΘ p叩pU山 tbIega,Id七hep&s由 gΘ Uf●ⅡΘlectrU口

thrUugh色 山 七Ξnd二 thΘ Ubserval七iUnUf伍 ed」

一

η,ctiUnP&抗eruag㎡ ㏑ ui:

t出heU血 mea早凹 emΘntUfpUF血 UⅡ a一dmUmentum士 Umthe8ta且 dPU土山

UfthΘ cUrPuBcl° ●Uncept,thaⅡ thΘ br●aldthUfthΘ ‘Ⅱt古ivesthΘ
‘‘

u工.

屾 竹
’:幽 ,㏑ thΘ 8pec迅 c日比UnUfpUgitiUnp甲 peo山cular to thΘ

‵
djeotiUnUf.Ⅲ ght.FUrth●

Fig.I。「-D二 ffrac● on ofelemUnBBt:● 〢m

㏑ the8。n日Θ that the 山xⅡ㎡duaI

㏕站, upwa,rdB oI dUwⅡ wa,Idg.  工t

甘∵器 驟咿驟
t”Ⅱha§ PEL88●d1比口UughthΘ
母lit;兢 Wh乩 ●l的θ㏑ thΘ

:出
盅丐器:t攏驟

山唾′吐9,i士⋯ 山°.忘tΞndPU屾
UfthΘ ●°Ip曲culartheUry,

the:UccⅢencΘ Uf thθ  Ⅲ .

ralotiUn  patLerⅡ   
。
n  thU

8cr°en muBt bΘ  I┐ ndUi8tUUd

d㏑ctrUⅡ .merg﹉ dUnec伍Unatthe
舵⋯⋯e↙

。。
m⋯nent mUme⋯∥m一

perp爸㎡㏑ulartUi伯 Ui珀L田Π d士eψiUn°fⅢght,Ufa,mUunt∠V(the
res在kant momen七umPrem屾 ●●ns七ant).ILem抗nvalu。 “ 仰 ,

b9山野1U,山 o▼ehby出P。 rB㏑㎡ 【a拍 thdm品nanglUUfde且 ectiUn.

牙靜t者
t°
蓇唧器踹 描現鮤穿L喵控

t嘰

oUmected:㎡ththeBⅡ

一

㏕dthΔ ” andthewave一 γ名thλ 甲 几加

b9” .equatiUn∠㎏ 日haγ λ� 乃山” Th叩 them由 n㏕ dedm竹
mm杺 mmthed上 ℃ctiUⅡ

°
色Iauel㏑ thΘ 日批 山 g∥Θn、y山 θ rd岔HUn

仰 ” PⅣΔ窋〨
ηΔ”,Ur

ΔωA,∼狂

翠血 Ⅱ。玼iUn,fUr一Ⅱ山 8㏑Um㎡gUrUugder行atiU二 中Ⅲ bΘ
.封ven㏑

Ap°e㏕﹂ XII,u印 3,出 ●㏕ ed〃鍤 粥t卿
、

也弼θ吻 t竹〞 翃腕搧 .⋯ UⅢ

examplΘ,theIefU四 ,北 ㎡駟五eBth曲,鉬 thθ re田㏕比UfthΘ 山血止tiUnUfthe
Gk姑tI●η℉PU日北屾 by血e8曲 ofthe日出 ,which㏑ vUI▼ e日 th91mcUrt巳土比y”,
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PUsBiblΘ eⅡUr)Δ ”,thUP釦 啦 clΘ acqu叮㎝
｛
mUm° ntump&rahUltUthe

古出 of伍Θ UrdeΓ Ufma,gmtudU8tated● .Θ.㎡ththe上文渱嗨 dderee

&〡山 CU%㎡ nt” .UⅡ 9BubjecttU七 ㏑ 日 羽nCert&㏑ty拍 it目 mUment一

kⅡUwll︳LUm the dILη ,c七iUⅡ Pa┤η
m.  AccUr‘ l且gtUthe】 〕nc爸rtamty

relatiUⅡ , therefUIe, 乃 『影”℃sθ竹t3 a竹 礽 sU犰tθ tt仇仍 tU t几θ sj倪仍JJa竹θU仍S

俄 匆 S研θ仍 芻 ttι U-研而 ㎎ 把 a㏕ 佛 卿 羽 拋 物 ,a⋯ ㎡ twⅢ ch血 themUst

fa▼Uurable calBe We Ⅲ ay.               ge          w㏑ ch we

get beneat⋯ .i In‘ q翠&ntum               e。 Ver, the

rela,tiU口  h°ld日  geheIally fUI &n           p血
 Uf 

‘

valria.bles’
’(p.385).           ′

AB志cUndΘxamploUfthΘ ∥ncert缸山yI色lat㏑丘拍七h(.DdU且m出臣UⅡ U士

pUBi-㏑Ⅱ by● ㎡ cI明cUpo lng.11).HΘ rθ thΘ UrderUfme&s拍 a8fU1lUw日 .

Ⅱ 打ew加 htUdete血 Θ t“ pUsitiUhUfandectrUn㏑ thΘ U山ic色lWaJ

byⅡ l】】m㏑at㏑g站 aⅡdqb肥山杜igthΘ Bc玼teIedIght,● hen北 拍 cleaI,.

andknUwⅡ aBagUnUfalΠ Ⅱe㏑ Up伍cB,七hatthΘ wa▼U:lehgthUfthe

Ⅱgh● θ㏑ plU於 dfUmga:lU-Ur】 山」比 tU七hUreBUlutiUnand犯 CUrd㏑g9

tUthΘ Uxac七ⅡeBSUf七hed&erTn】 natiU且 UfpUsitiUⅡ . IfWΘ wishtUde且 nθ

the pU白itiUn aB accura,tely a1日 p。 S8ibIU, wΘ Ⅵ」l emPlUy Ⅱght Uf 七h°

.Bhδ
rtd站 PUSS山lUwa▼ e一lehgthl,.:rε 呼 日).ThUΘ mPlU丌 nentUfBh。 It一

wa▼Θ r苗山 a伍on i血PⅡΘβ,hUwΘ veI,thΘ .occtlrrellcΘ Uf=CUIIlp七 Un日CatteI-

㏑ gProceBBwhentheΘ lectrUn㏑ Lta山 ated,BUth啦 thΘ electI°neX一

PUH爸nceoarecUⅡ ,甲 Ⅱ chtU.cert日 ㏑ ΘXtent i日
〦一工1︵ ●⋯﹁:⋯  

￣
︳ ︳ ︳.  . .     ●   .     tI9     ＿  ＿＿  f＿ ＿＿＿＿⊥f一

㏑dotemmatΘ.Wθ may 。ves山野加 thΘ cⅡ℃.mΓ
Bt&ncedm日伍Θmat虫北db� ′Let thU.electIonⅡ ndeI

血 UⅡ止忘crU日CUpUbU山 工adi玼Θdhan9d士 oc伍UⅡ ㎡ 山

Fig.︳ ︳.——De!erⅡ㎡nat二onUfthepo日iti。nUfane︳ ectronby︳neΞn日
。
fthe

rmym︳ cro.cUpe.

IghtUf士 equencyv. Thenby七 hΘ rLllesδ fUP伍 cg(re8Ul血 gPUw㎝

Uf thU ⅡⅡcrUβcU●Θ) .it● PU8i伍Un c8n Unly bΘ  de七ΘrInlnUd Bubject tU

thep“ ㎡ blθ e甲U可

﹉      」t!lL:,:,鬥
λ       ..

嬴
’

wherΘ a站 thUa㎎ uar日 pertⅢ o.NUw,㏄ cUrd㏑ gtUthUcUrpuBcula,I

●㏑w,thΘ Pa」﹂clΘ in thera山atiUnPrUceB日 8u且er8aCUmPtonIΘcUⅡ

Uf七heUrdUrUfmag。 比udΘ 乃〃U,the山北 CtiUnUfw㏑ chi6η ndetΘrYn:nΘd

tU七hΘ gamUextenta日 拍 thUdLect㏑ n‘㏑ 市㏑ oh⋯ .Ⅱghtquant一 且k汩

U至 a北erthePrUc以圯.SmCΘ thU上ghtq田乩 由m珀 actu㏕yUb㏄Ⅳ
叫

㏑ thΘ Ⅱ止c⋯BcUPΘ,th拍 ㏑dΘtemLmateⅢ朋 Ufd士ec伍U且 山 芭vU平 bythΘ

an即山 rBPΘ」Ⅲ 6a.ThUcUmpU” ntⅢUmentmUfthΘ dec9onPU。 .



Ioo             WAVE-CURPUSCLES           【CHAP.

PendicuiartUthΘ a﹁R°ft。em】 cIU8.Upe拍 therefUrU田 此 erthUPrUceBg

tmdeterπ㎡nedtUthΘ exteⅡt⊿甲,wherΘ aPPrU媔tely

Δ′∼Ls㏑缸
′      U

皿 u日 thΘ UrderUfmag㎡tudΘ

hUld日 gUodhefU.l母 U.

relati●n

Δπ⊿Ψ∼ 五

Just a8 eve理◤ deteIⅡIⅡa七iUn Uf PUsitiUn.carrleg mth it 日Ⅱ 91● .

certainty iⅡ thU mUmehtum, alnd eveiy deteI,nmatiUn Uf 七LnΘ alm

llncert田L比yln thU㎝ erg(a.lthUughwe:havU一 Ut丌 t prUvedth● lattei

●t●tem￣eIlω ,品 t⋯ cUnversΘ 拍 algU七mb.ThUmorU翠 ’curate9wU

latitudΘ  we mtrUducedetbΠ且memUme且tumaⅡdeⅡa咦珀已 thbmUrΘ
址比ot㏑ PUsiti°Ⅱ Ufthepartic㏑ aFndthU七LneUf‵ anΘvent.Weovean

exampleUft㏑ a㏑U,●2.thΘ BU-caⅡedγ鉧 U他沸 a′ 仍赫 誌痂 仍 .WΘ have

.eemabU叩 (p.8砂 th曲 七heat。m日 Ufaga,BwⅡohi8㏑a山atdd.㏕thLg㏑
Uf丘equency.lU,coIe8pUn山 ㏑g tUthΘ bn° t野 山丘erencΘ betweΘnthe
g,oundstatΘ a,ndthe“ stexcΠod8tal㏑,alreraisedtUthΘ latter′ sta,tΘ .

,血 tUthΘ lU↓erBt葑tU,at七he甲 motmΘ e㎡tt㏑gT。eythen伍且backaga
thΘ n℃quencyvl。 andIthU.,preBsurσ Uf七㏑ g曲 拍 Bmc托nt91Uw,
sU thalt thΘ Ⅱumber Uf ga針 日㏑ e伍o cUllisiUns wⅡch Uccm whⅡ e七he

altUIIlremaliⅡ BⅡ1theΘxcitedBtatΘ i8negligiblU,thenthΘ wh。leenergy
w㏑chWas&bsUrbδ dwⅢ aga㏑ bΘ emitted.Thus七 hΘ ㏕㏑mbehave日
ⅡkΘ a,classica,lIUsUⅡ atUrπ吐止chiBⅡ 1re8UⅡ a,ncΘ ㎡ ththΘ i﹂cide▲tⅡght

wavΘ , a砡d we gpealk ofIe8Unance 且uUr●BceⅡ cΘ .

But︴ heeη ergyUfe女 citatiUnUfthealtUInscana︳ 8UbeutΠ ized,IlUt

butfor otheractiUn日 , byintrUducingalnptherfUIr6.e╮Ⅵ┐BSiUⅡ oflight

galBas.an㏑ &ca七 Ur.Ifthel玼 tUrcU血 拍怕 ,Bay;UfⅡ Ut toUI封 dly

bUund 〔lj玩tUⅡuc mUleculed, the energy tra甲 Bferred in cUlⅡdiUns ㏕ 七L

thΘ exc北ed atom£  Uf thΘ  血 日t ga8 C.Il be u七 iliZed fUr dissUciatiU日

(FraⅡck,1922).Ag出血,ItheaddedgaB怕 nlUⅡatUm坤,andhasalUwa
exc丑atiUnlevUltha,nthe且 Ⅱ站gas,it is itFelfcauBedㄘUradiatebythe
cUI上siU╜昉 u田㏑ 山 ca,Ⅱed 8ensiti2ed 且uUrescencΘ  (Fmnck).  In 日n9
calge 打Θ 8eeth白七 a,士actiUn UfthealtUm日 UfthemstgaBiBcertajnlJ

thIowIliⅡ tU thΘ exc北ed stat. by LhUincident light.  ηγU may take

thΘ fUⅡU一 g㎡ .wU士 theⅡ lattUr: EXdta伍 UnbymUⅡ UchrUmaticlight

meaIl8cUYnm㏕ ca伍UIlUfex&ctqu孔 nta几 hUtUtheatUm.WetheIe-
fUrU kⅡ ow thΘ  UⅡeIgy Uf 七Le eXcited atUms eXactly. CUⅢ equ.ntly,

n.ΔEΔ t∼ 乃,thet㏑ e巳 tWⅡ CbtheabsUrP一by ⅡeiseIlberg’日 relalti

tiUn takes Plalc. muo七  be a,bsUlutelyindet爸 rTn】 natΘ:  Ⅵ
◤e can日 ●tiSfy

UurseIve8七 ha七 七㏑ Bi日 BU, bycUnsidΘ ringthatanyerPerITneⅡ tω de.



lV,9l WAVETHEURYAND CURPUSCULARTHEURY  t° 了

terYninΘ thθ Ⅲ UmUnt㏑ quest㏑nwU〢 dhecessaH9req血 s茁 Ⅲ 田 t

一

.h。
。
r㎏江mlwΞ vΘ tI廚仁 a,Ⅱ 山比eIuPtiUⅡ Ufthe七ral上馬 fUrΘXa,mI,lU.

Butth.tmealⅢ ahturb㏑gthΘ mUⅡUc。rUm的iccharalcterUfthΘ Ⅱght
walve,alⅡ d日U●°h七ral山ct8thθ hypUthesis. AIlgUrUug山 scussiUhUfthe

c士●.】 InBt日ⅡC㏄ BhUw日 that,Ⅲ thΘ Ⅱght。 kept 血 UnUchrUma斑 c,the

mU㏑entatwⅡch.theelemeⅡta,ryalcthaPpeIlsdoesa.tu㏕ lyaltUgether

eIudoUbBervaltiUll.

ThUuncΨ吒a㏑t夕 地 latiUⅡ c.nal忘UbΘ deduced士U血 thofUllU#㏑ g

g卿 祝 翃粥 .工fWUpIUpUsΘ tU⋯」HuPawa,vUp犯 ket,ext㎝血 ngfUΓ

a ㏎ tΘ distance ㏑  thΘ ”七㏑盻 C伍o,, frUIrl βepa琵此Θ WaVΘ  traⅡlg, we

nee● fU。 th6p唧 Use廚 dΘ山㎡ tΘ 且㎡ 加 上 eq在encIiangU㏑ thΘ mUⅡ U-

chrUmn蒞 cwa,ve8,i.U” 8㏑oΘ λ =乃 加 ,annitemU甲 entum一r&ngU⋯ the

Pa,」﹂cleB. But itcanbΘ PrUvedgb●er●lly (APPendix XII) that thΘ

leⅡgthUft㏑ wavUP犯 ket㏑ CUmectedwi山 the比⋯山缸toIangoUr
血omentabytLΘ rela,tiUⅡ

ThoanalUgUuBrelat㏑n

今PΔ紅∼ 乃.

ΔEΔJ-元

calⅡ bede㎡﹀edLfa,B土Ⅱilaliway. .

.  BUhr杺 in thΘ h凸bitUfs&尸且券
.thΘ

.w出v● 由nd.UIPusculaΓ
.㎡

ews
色rΘ CUm′犵η昭竹比〃“.β yt㏑ Bhemeans:.ifwΘ P叩vethΘ cUrPu㏄ular

characterUfane文 Perment,七hen站 拍 imPU砡虹bleattho品 血eImo tb

P半γΘ

一

日WalVe●h●ra1.ter,andcoⅡ verSel/JLetusⅡ Iustrateth一 fuIth° r

byaⅡ exalmPlU. .                 .                     ′

eUnsiaer,Baly;yU仍 η ↘ 拖 t∥∫研 蝴 田〞 釨 t佛t弼 ㎡ 山 thUtwU㎡ 北日

(P.78);thΘ Ⅱ wΘ ha▼.UⅡ thΘ 8creena6ysteInUf士 比eEferencΘ 丘 ㏑ geB.

ByrePlad﹂gthΘ scIeenby.phU七 Uelec七㎡ccell,wbc茁ndamUnst田 比古

the.UrPusculalr oha,ralcterUfthelightUven in thefr。 ge8. IttLerU.

fUrΘ aPpeaIs.β IwΘ hadher6anex°eriment㏑ wⅢchw.ves日nd
.pΞIticles鈕Θdem”mtratod忘onu㏑aⅡeouB9.nealv,hbwe▼ er,比 i色

nUtsU;fUr,tbBpeak。 fapa北 比lUmealⅡsnUt⋯ gunlcs● atleast two

pUintsUfi市 spathc.工 be8peci且edexPe血enta1ly; aIlds上 nilarly◥甲jth

awav° ,】
】nlessatleast twUinterferencΘ malx】maareUbs爸 rved.工fthal

wUPrUPUsetUcalΠyUutthΘ ‘‘demoⅡotraltiUⅡ Ufac°rpu8cle” ,wΘ IIluBt

Be七七lUthe que8ti。 nwhether itsPathhasgUⅡ ΘLhrUugh七heupPoΓ ?r
thΘ lUwerUfthΘ twU8Ⅱ t日 tU:theIec㎡ ver.WΘ theIefUrerePeattI㏑

exPer】meⅡ t＿ nUtUnl,8e﹁ 臣且gupaPhUtUelect㎡ Ually日am托 ivΘ instΓ u＿

montasrΘce∥er,butalsUprU㎡&ngsUmecUntriyancΘ wⅢch8一U┬B

whetheIthΘ Ⅱghthals● a8Bedt⋯Uughth。 up°er8Ⅱt(8a,yat㎞ PhUtU＿
grap㏑cnImUrtheL㏑∞.T㏑stUnt㎡vancΘ in thΘ sl比 ,however,Ⅱ ece鉣



I。2 WAVE.CURPUSCLES :CHAP:工V

技︳ξ!:::t:t一::努十絿 s二:=f:琵出再:｝｝:盞報電茻 :

伍 oUry U土 the mte㎡ erence PhenUmUhUm 加 ⅡluBUry.  ThuB, Ⅱ PⅢ θ

㏑ terferehceis tUbe:obBerved,wΘ arUnece日 SarⅡyp半 cludediUm

㎡ &㎞ g.anUbBervatiUnUf● nyPUmtUfthΘ othUfth.1㏒ 山由 qua汨此∥m

befUreit.8ti山【汨 thU日Cre6Ⅱ .

Woadd止 LcUnclu8iUnafθ wgΘ ⅡeralreIlark8UnthΘ philU8UPⅡ c日

㎡dΘ UfthΘ quoβ伍o一 Ioth.位 Ⅱ比 P㏑cU北 i日 ClbarthatthUdⅢ山gm,

wave-cbrpⅢ 蚆 1或 andthΘ .㏑de–●
IYn︳ nΞteneg8eBBen伍 al9㏑ vUlvedthau工

cUmPeluβ ●° abaⅡdonaⅡyattUmpt” .Betupa石 a抑 仍〣心t化 屁θ研〦

The幼 ” UJ.Ua吩a拓“” accU由∟lg㏑ wⅡbhthecUvseUfeVents ma」
泊U㏑tedsystem芯 cδnaplote圩 d的ermInedbythes七ateUfthe.yste平

,

at伍met=U,lUs㎝ 抽 v甜Ⅲ北
9,‵ 扣 鈕 yr砒 ein th爸 sbn鼩 Ufd● Ssi。㏕

P●y蕊cg. 工ire°lytUthequesuUnwhetheIalawUfcausauUns伍 Ⅱh。lds

g●δdin、七heⅡewtheUry,twUst.ndp。㏑tsare●Us.ible.E比h爸iwemay
lUbl叫 ● n● rUcesses士 Umthe:● “ U㎡㏕ sⅡe,hUl&ng偽 ●ttU七 heW日 Ve-

∞ 卬 usc㏑ picture一 mt㏑ scasethelawUfca,u曲 山 tycer㏕ ⋯ yceas由

tUhUld;Ur,乩 skdUⅡ eh:th爸 山Ⅲ比heIdevelUpmentUfthetheUr乃 we

desUr」bethe山 ⅡstalⅡ t巳ⅡeU石Ⅲ;Sta,teUfthes,steInb9al(cUmplex)qu.n伍 ty

ψ,wh㏑hs裂伍S且es㎡ &且er釭血缸 equa伍Un,鉦㏕ 七h爸refUrechangeswith
tho斑me⋯ aWa9y吐止ch〝 cUmuete9det“ m⋯edby北sfUrm.t伍me
t=U,白 Uthat北 sΓ beh巳㎡ Uur is● gUrouslyoa.us鈕 .Since′ hUwever,

Ph於先al忘珪

一

丘且瓬Ⅱ&拍 cUⅡ且Ied㏑ ”equanI方 ︳扭戶‵(thesduareUf
theamPⅡtude),andt° °thersLmⅡar9叩nstructedqu印⋯a伍.e印re針

日k江6(matII丘 elements),#Ⅱ chUnlyPⅢ 溢 aⅡyd㎡ ㏑ eψ ,北 fUllU市sthat,

even when the phys●caluy de.erIn山﹂able quantities aIe .U」aple七ely

kl1UwⅡ atumet=U,the血 thlVa,lueUf忸 犯 ψ由 mction〝 necess茁㎡玗

ⅡUt.cUmplete圩 ae且nable..T⋯ s●㏑wUfthe＿㎡ atter山 eqⅢv㏕dnt tU

thealsser七ion thateventsha,ppeo㏑ deed上La,strictlyc歲 usalwaly,but
th的 W° dUhUt knUwtheⅡ 伍al stateex巳Ctly. 工nthi色 sensethelaw

Ufcaus㏕ ity泊 theIefUreeⅢ pty; Ph泙 托 s.拍 ㏑ thenatureUfthea凋 e

㏑ dotorIIl:η alte,aILd,therefUrethe日且al士 Ufstatistics.



一 一 PhaseVelUc北 y巳naGrUupVelUdtJ(p.9U.)‘                 .‵

工n.UIdeI毛 U giγθ a,s七rict prUUf.UftherelatiUn志山dp 
▼

.-av/a泛
 。

iven

瑞 ::千:﹄穿扥甘驟:Iiξ拌║:告:胖i芤掛
br艼兩

玾 既 仁
I以

鄝
╓巰

wherev=v(K)拍 tUberegaId° dasafunctibILδ fthewave-numbeIK.

〦 We nUw alssume 七h日t the grUup is very ⅡaIrUW, sU 七hat 丘Lthe

integr㏕ thereUccurUmlYu叩 se甲avesbf血而 苗珥pl北udewhUsewaye-

ⅢⅢibersdⅢerfrUmthe.mean.waVe-ⅡumberKUbyaverysm㏕ laInU9,nt.

Ifwep流 K=侚 十 Kl,v(K)=勺 十 h(K1),and以 KU十 Kl)=Ⅸ
‘1),the

waVe-grUupm叮 bewitteIl㏑ the＿m
γφ,● =⊿ (%tVπ ..J一 K.£9,

他仁
IⅨ

一

尸”翎你    」
Hencothewave-胛 Uupmayberegardedasa血 出ewaveUffrequenc,I

.U,WaVe-Ilum。 erK” .udampl北 udb⊿ φ ,→ var加 gfrUmpU位 比 tU∵

針 胱 韞 驟 ㎡ 咒 淵

t甘

垚 :′驟 守 織

一

cUⅡ呸汨,IedW●ththe e租 U凹山 i㎡ fmcLiUnVγ
v.’-K.°

; ㏑  a 年
曲

二

a,pprU㎡ma伍oh北 平alIies⋯ 七herh9hmU︴ .=leanUfthebe茹

一

士.quencies.v1,Ⅵ【l止chareve=ysIIlall︳

仔

U:II:fd寸
1留:vt二plitude⊿ K”,●,l :ThevUlob北yw站hw㏑chade

wh●re



e.多 Ⅱ沌 ma」 m∥m,日 dVanC㎝ ㎡ ththewave拍 callledthe甲 UuPVelUc北 y‘

TⅢ日拍 accUr山glyfUund士 om therela伍on

鈕 嵞

鉐 此
+翏 =U

Ubt㏕㏑edby&EeIentiat㏑gtheequatiUn⊿竹,● =cUn日t.W北hIeBpe山

㏑ thθ 斑me.Ⅱ wUcaⅡ the卸muPvelUci好 σtU山白ti吧山 hitfrUmth古

ph8Be▼elUdㄅ,weha▼e

iUuBV   ﹉
σ==(穿

)◢＿U㎝主.=￣ 音̄
lz/aE

NUwUbv                  z/a“

.

θ⊿

t=妨 〃
玟 KDv1θ

田啊 一‵£切Kp

U斑

ㄞ

=一 妨 ㄛ

IⅡ
kl)Klθ

咖 《
9Ij-rI工 9tKr

Aswehaveassumedthalt thegmup iscUnnmbdtUaverynalrrUwIalⅡ ge

Ufwave-le且gth,wecane印 and′ vl(Kl)in pUwersUfK1:

v1(K1) = v(K):一 vo╧
 t努｝UK1 ┤├. ...

HeⅡ ce

a⊿。=一
t努｝°翏,

a,ⅡdfUrthegrUupyelUcitywealccUrdiⅡ glyha,vU

tv
σ =蓀’

whilethePhalsevelUcityisgi﹀ enby

V
切 =一 .

K



where

TherefUre.

where

ElementaryDeIivation oEHeisenberg’ sUneertaintyBelation(p.98).

WecUnsideraJwa,vePacketUf山 ㎡teㄗ矼d七h.FUr七heSalkeUfshhpLci七 y

werepresent i七SalmplitudeatanyIIlUmentbyaGausserrUrf..nc伍 UⅡ

(suchasa此 u㏕jUccurs㏑ 伍 egrUundst&teUf七 heharmU“ cUscⅢat° r,

ApPen&cesXV工 ,p.396,andXXXIX,p.471》

只

。

=⊿�〢吒

thenΔ仍七hehal｝widt● 拍glvenby

Δx===∼/(竻2) =∼/【
J竻早√

2(竻
田竻/〃

圪
“ V竻〕

二=告a.

TherUlLrierrepresentaltiUnUfJr(a,)is

r(φ
)==〕r:∞ .(K》尸π︴Kt已K,

ψ

一

)=I一
/臼

V一
πi茫“

t比

拍theamplituaeofapa此抗lharm由Ⅲcw出veWith七hetwavenumberf.
IηLrUdudngtheexPros㎡ UnUfˊ(x)inψ(K)wehave

飲
。
劫ㄏ∞狎物嚇
=一 ′冱β 2̄f£,BI。

U祌
栩

矹 x.

拷 ↘暮嵬五揣

alnsfUrmedbythesubstitutiUn〃 a+,FtKa=σ mtU

、σ＿i↙↙勿﹁、6t一
ψ(ω =⊿aV屁1π砂=⊿打V屁1v●日

,

t=一生
..

πa

wav.白 .UnlpU“Ⅱg七hewav中 p白CketThe&str山 ut㏑ⅡUftheelementar

只

。

拍 ag色㏑ aGaussfmctiUⅡ .血ththehalf＿㎡ dthΔK=告tl Hence

wehaye.卻 .血 =抑
一 右

,aⅡd㏑trUdu血gt。
。
mUmenLumP=紅

(」.89):

氐比Δ翠=磊╤扣
w●㏑h你 theex巳山 eXpress㏑npfH㎡此nberξ su五c.北a㏑ty㏑wfUithe
spe●ialwavepacke● 伈eeA●pend丘 迅 ,p∵ 6矼 ).It拍 evident th的

withrespecttUUrderUfmagnitudotherela七iUnΔ”.抑∼乃hUldsfUI

a叩 血 mUfthewavepa放山,WeSh㏕ prUvethe血 equaⅡtyw∥Ⅱan

exactI9lmericalcUe丘 cient later(seeAppend汝 XXVI,p.芻 3):
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