
 

 

剛體轉動 

一、目的: 
觀察空氣墊迴轉儀的進動和章動現象，以增加對剛體轉

動的了解。 
二、原理: 

(一)儀器: 
    空氣墊迴轉儀包括一個銅球和底座。底座有一個半

球形凹槽，用以容納銅球。高壓氣流從凹槽中央噴出，

使銅球浮起，因此銅球轉動時受到的摩擦力極小。一個

吹風機可以同時供應兩組儀器所需的氣流。不論是否兩

組同時使用，都要把銅球放在凹槽內，否則氣流從空著

的凹槽內大量噴出，會減低使用組氣流的壓力。球和凹

槽必須極為密合，因此要儘量避免它們受撞擊。取球時，

用雙手捧住，輕置凹槽內。切勿從主軸提起，以免滾落

或磨損表面。起動銅球，可以用拇指和食指捻轉主軸末

端幾次，轉速可達800rpm(每分鐘800轉)。因主軸螺紋方

向的關係，只能順時針方向轉動，逆時針方向轉動會使

主軸鬆脫。 
    銅球轉速不高時，可以用馬表測量轉動數圈所

需時間，直接算出轉速。轉速較高時，則需使用光

電式轉速計。將轉速計的光線射到反光片上，調節

方向，使反射光循原路回到轉速計，就可以在表上

讀出轉速。反光片一半是黑色，用以吸光，另一半

則可反光。銅球每轉動ㄧ週，轉速計接收到的光線 

 

圖1空氣墊迴轉儀裝置圖



 

 

強度也變化一週期，內部的電路依光線變化的頻率而定

出讀數(參看圖1)。轉速計的使用，須經一段時間的練習

才能熟練。 
    進動的頻率較慢時，可以用馬表直接測量週期再換

算。不過銅球轉速在一分鐘之內就會降低1/10，可以測

1/4週期的時間換算。 
    因為銅球和主軸的形狀不很規則，轉動慣量I，轉動

慣量差ΔI (指因主軸 ẑ 方向不對稱所造成的I x≠ Iz)，以及

重力矩等均不易計算，只能大約估計。兩支主軸(圖2)尺
寸不同，茲將這些值分列如下: 
 
                I         ΔI        mgr 
ㄧ號轉軸    1326 C.G.S   67 C.G.S   5968 C.G.S 
二號轉軸    1326 C.G.S   88 C.G.S   8094 C.G.S 

(二) 剛體的主軸: 
    繞一個固定軸轉動的剛體，有一個和平移動中的質

量對應的量，稱為轉動慣量(moment of inertia) 
                   I =∫ρr⊥2dV               (1) 
r⊥的定義如圖3所示。角動量沿轉軸的分量為 
                     L=Iω 
轉動的動能為 
                   Trot=1/2Iω2 

可是，一個慣性矩不足以描述一個可以繞任意軸轉動的

剛體。對於一般形狀的剛體，轉動慣量是一個3×3的張 
量[Ii j]。 
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圖 2 兩支主軸的直徑尺寸等基

本數據。 

圖 3 



 

 

這些式子看起來複雜多了。可是，我們總可以找到ㄧ組

坐標軸，使慣性張量對角線以外的量變零。於是慣性張

量變成只有三個分量，即I11、I22和I33。為了方便，我們

把體坐標定義成x、y、z方向，把三個轉動慣量稱為Ix、

Iy 和Iz，而得到較簡潔的表示式: 
                  Lx= Ix ωx 

Ly= Iy ωy 
Lz= Iz ωz 

                 Trot=1/2( Ixωx 2+ Iyωy
 2+ Izωz 2) 

 (三)剛體的運動方程式－歐拉方程式(Euler’s equation)： 
轉動應遵守力矩方程式 

t=
dt
dL                   (2) 

在這個式子裡，角動量的變化率是在慣性坐標系裡觀察

到的。可是為了容易表達，我們必須把角動量的分量投

影到固定在剛體上的主軸。剛體轉動時，固定在剛體上

的主軸也跟著轉，因此它必然不是慣性坐標系。可以，

我們在微分角量L時，不但要考慮角速度ω的分量的變

化，還要考慮剛體主軸的轉動。 
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因為剛體以ω的角速度在轉，沿各軸方向的單位向量的

變化率為 
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同理， 
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將這些式子代回(2)式，整理後把各分量列出，可得 
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這就是歐拉方程式 
 

 (四)剛體轉軸的自由進動： 
    現在考慮ㄧ種最簡單的情形。圖四繪示迴轉儀的銅

球放在半球凹槽內，因此球心的位置是固定的。但是因

為銅球連著ㄧ支主軸，質量中心位於主軸上離球心 r 的
地方，而不在球心。因此，整個系統(指球和主軸)所受

到的重力力矩為 
                 τ= mgr sinθ 

 

θ是主軸和鉛錘方向的夾角。τ的方向垂直紙面內向(參看

圖4)。因為迴轉儀具備z軸對稱，所以Ix = Iy。不過，有

了主軸之後Ix比Iz會稍大一些(即ΔI )。 
 
                    Ix = Iy =I＋ΔI ； Iz = I 
 
假設θ非常小，τ→0，迴轉儀可以當作不受力矩，則歐拉 
方程式為 
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圖 4 



 

 

由(5)式，可以看出ωz不隨時間而變。將(3)式對時間為

分，再從(4)式把ωy代入可得， 
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並選擇適當的起始條件，可得 
                 ωx =AcosΩt                 (6) 
其中 

                  zII
I w
D+

D
=W                (7) 

將(6)式代回到(3)式，得到  
 
               ωy =－AsinΩt 
 
可見ω繞著主軸進動，其角頻率為Ω。由z軸向銅球俯

視，Ω的方向是順時針方向(若ΔI < 0，則變成逆時針方

向)。因為三個軸的慣性矩不完全相等，角動量L和ω並

不平行。為了維持角動量和能量守恆，L的方向不能改

變(沿z軸)，因此ω繞z軸運動。 
    欲觀察此現象，可以先使迴轉儀繞z軸轉動。此時因

為主軸之一為轉軸，L和ω平行，ω不會進動。然後，

已ㄧ隻塑膠尺輕拍轉軸末端，使迴轉儀的轉動不只是繞z
軸，同時也繞x軸和y軸，即角速度ω具備x軸和y軸的分

量。根據前面的公式ω以及Ω的角頻率繞z軸進動。當ω

進動到三色片的紅色區域時，其他兩顏色繞著紅色區域

外圍旋轉，顏色混淆，我們只會觀察到紅色顯現。當ω

進動到黃色區域時，只看到黃色顯現(參看圖6)。因此，

看顯現的顏色就知道轉軸進動到那裡。我們可以用馬表

直接測量轉軸進動的角頻率Ω。並由顏色表現的次序知

道進動的方向。 
 (五)剛體主軸的偏移: 

    圖7中，我們以一個小夾子夾住z軸，使迴轉儀失去z
軸對稱性，新的主軸因此移向圖7標示的位置。一開始時

使剛體繞z軸旋轉，轉軸不在主軸上，而是繞z´軸進動。

可觀察到如下之現象:開始時z軸是轉軸，迴轉儀顯得很

穩定。等到轉軸進動到其他位置，z軸就繞著它旋轉。過

一段時間轉軸回到z軸時，又收復到穩定情況。 

圖 5 



 

 

 
圖6繞主軸的進動               圖7利用大夾子改變主軸的方向，     圖8主軸與外力(重力)夾成θ角 

                                 x´,y´,z´為新的主軸方向。              ，引起推動現象。 

 
 (六)力矩作用時的等速進動: 

    使迴轉儀的z軸和鉛錘線(z´軸)夾θ角，同時使它繞 
z軸以角速度ωz旋轉，試問迴轉儀的運動為何(參看圖8)? 
    迴轉儀所受重力力矩為mgr sinθ，方向垂直紙面指向

外。這個力矩會ㄧ直垂直於z軸，且大小不變。由力矩方

程式dL/dt =τ及 L= Iz ωz ẑ 知道:這個系統有一個繞z´軸
進動的解，假設其進動角頻率為Ω，則 

                t==´W
dt
dLL                (8) 

故 

             qqw sinsin mgrI zz =W            (9) 

                mgrI zz =W w           

                
zzI

mgr
w

=W                   (10) 

這種處理有兩個漏洞:第一，我們先假設 ẑ 繞著 z¢ˆ 作等速

的進動再去求 Ŵ。第二，z軸一開始進動，角動量就不

只是Izωz而已了，還會多出其他分量來。第一個問題留

待(7)中討論。先討論第二個問題:z軸以角頻率Ω對z´進
動，假設在某一瞬間，Ω =ωz ẑ +ωx x̂   ，由於Ω與z軸夾

角為θ，而ωz =Ωcosθ，ωx = Ωsinθ，因此，總角動量為 



 

 

zIxIL zzxx ˆˆ ww +=  

zIxI zzx ˆˆsin wq +W=  

現在L繞z軸以Ω角頻率進動。由(8)式得到 

)ˆˆsin()ˆˆsin( zIxIzx zzx wqqwq +W´W+W=W  

ymgr ˆsinq-=     

化簡後，得到 
 
          Ω(Iz ωz－IxΩcosθ)= mgr             (11) 
我們發現(11)式與(9)式確實略有不同，似乎(9)式還需要

做一些修正。不過，這裡r是指質心與球心的距離，目前

情況下r非常小，因此Ω<<ωz，(9)式還是可以成立。 
 (七)章動: 

    既然方程式容許一個繞z´軸進動的解存在，(9)、(10)
式是合理的，只是起始條件必須合乎要求。這裡的要求

是一放手，z軸就以Ω的角頻率進動。可是假如我們把z
軸從靜止釋放，此時起始條件當然不合上面要求，這時

的運動是怎樣的呢?實際上，z軸從靜止釋放時，進動角

頻率是漸漸增加的，不可能ㄧ下子就到Ω，這段時間內z
軸位置會下降。如圖9 所示，z軸到了最低點後又會上

升，這種週期性的運動稱為章動。圖9表示三個主軸進動

和章動的軌跡，(a)是z軸從靜止釋放，(b)是z軸釋放時有

一個前進的進動角頻率，(c)是z軸釋放時有一個反向的

進動角頻率的情形。 

 
圖9章動時  的頂點所形成軌跡。



 

 

當z軸角頻率較高時，章動的幅度會隨時間急速變

小。因此，這時章動很容易因摩擦力而消失，只留下進

動。進動的角頻率約為 
 
             Ω = mgr / Izωz 

 

這個結果又回到(8)式。因此我們知道，在z軸角頻率大

時，(六)的處理是合理的。要觀察章動時，z軸轉速不可

太大。 
 

三、儀器與配件: 
球形槽底座、銅球、粗細主軸各一、吹風機(兩組共用)、
轉速計、塑膠尺、小夾子、反光二色片、反光三色片。 
 

四、步驟: 
(一)先開吹風機。用雙手捧起銅球，輕輕放到底座的凹槽#1

兩組的銅球都要(同時)放入凹槽以免氣流從空的凹槽流

失太多。 
(二)力矩和進動方向的觀察: 

1.將末端附有軸承的主軸轉入銅球的螺絲孔。ㄧ手拿住軸

承，一手轉動主軸使銅球旋轉。 
2.以塑膠尺施ㄧ穩定壓力於軸承，觀察主軸運動的情形，

如圖10所示。驗證其進動方向是否符合力矩方程式#2。 
(三)等速進動的觀察： 

1.將主軸換成另一支附有反光片和三色片者。使主軸在水

平方向(圖11)。用食指和姆指搓主軸末端，使銅球轉速

到達每分鐘幾百轉。 

2.放手後即可看到銅球因受到重力的力矩而作等速運動。

注意其進動方向，是否合於力矩方程式。 
3.用光電式轉速計測主軸的轉速(需要練習一段時間才能

熟練轉速計的使用)。轉速可換算成角頻率ωz。同時由

另一同學以馬表直接測主軸進動1/4圓周所需的時間。這

段時間可以換算為Ω。 
4.改變銅球的轉速，同上述方法測出ωz和Ω。多取幾個轉

速的數據。 
 

圖 10 

 

#1 注意:切不可由主軸提起，以免銅球

鬆落。 

 

 

 

 

 

#2 因螺紋方向的關係，主軸只能順時針

方向轉動。逆時針方向轉動會鬆脫。 

圖 11。 



 

 

5.由(10)式知: Ωωz= mgr/Iz = mgr /I。你的結果如圖2中的數

據是否符合? 
 

(四)章動的觀察: 
1.將銅球轉速降低，可以觀察到章動。主軸的軌跡隨放手

時的狀態而分三種，你能否做出這三種軌跡? 
2.將銅球轉速提高，觀察章動頻率提高及振幅減少的情形。 
 

 (五)轉軸的自由進動: 
1.將銅球主軸轉到鉛直方向，如圖12所示。使銅球繞主軸

轉動。以塑膠尺輕拍主軸末端，使銅球具有非主軸方向

的角速度。可看到三色片的三種顏色輪流顯現。由出現

次序推論轉軸進動方向。以馬表測輪流顯現的週期，換 
算成角頻率Ω。 
2.以光電式轉速計測主軸方向的轉速，換算成角頻率ωz。 
      由(7)式知: 
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ΔI和I的值在可以由圖2查出，你的結果符合上式嗎? 
3.改用其它轉速，測Ω和ωz，多取幾組數據。 
 

 (六)主軸移動的觀察: 
1.以ㄧ小夾子夾在主軸上，使主軸向右偏移，如圖13所示。 
2.使銅球繞舊主軸旋轉，然後放手。觀察舊主軸運動的情

形。 
 

五、問題: 
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